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Gentzen’s ‘trick’

von 
Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit 
Anfangsfitllen der transfiniten Induktion 

in der reinen Zahlentheorie*). 
Von 

Gerhard Gentzen in GSttingen. 

Da~ die transfinite Induktion bis zu der Ordnungszahl So mit rein zahlen- 
theoretischen Beweismitteln nicht bewiesen werden kann, l~l~t sich indirekt 
aus folgenden zwei Tatsachen erschlie~en: 

1. Satz yon GSdel: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie 
l ~ t  sich nicht mit den Beweismitteln 4erselben Theorie beweisenl). 

2. Die Widerspruehsfreiheit der reinen Zahlentheorie ist bewiesen worden 
unter Anwendung 4er transfiniten Induktion bis so und im iibrigen rein 
zahlentheoretischer Beweismittel2). 

Im folgenden gebe ich einen direkt~n Beweis fiir die Unbeweisbarkeit 
der transfiniten Indulrtion his So in der reinen Zahlentheorie an. Das Ver- 
fahren gestattet iiberdies den Nachweis, 4al~ weitere Anfangsf~lle tier trans- 
finiten Indu]ction, bis zu ZaMen unterhalb So, in gewissen Te//bereichen des 
zahlentheoretischen Formalismus nicht beweisbar sind. 

Andererseits l~l~t sich bekanntlich die transfinite Induktion his zu einer 
beliebigen Ordnungszahl unterhalb so rein zahlentheoretisch beweisen3). 
Ich gebe (in w 2) /ormaIisiert~ Darstellungen solcher Beweise im zaMen- 
theoretischen Formalismus an. 

Ich werde vielfach auf meine fri~ere Arbeit ,,Neue Fassung des Wider- 
spruchsfreiheitsbeweises fiir die reine Zahlentheorie ''~) zuriickgreifen, die~ 
ich dabei kurz als ,,Neu" zitieren werde. 

*} Eingereicht zur Erlang~ang des Grades eines Dr. phil. habil, in der Mathe~ 
matisch-Naturwissenschaftlichen F~kultgt der Georg-August-Universitat zu G6ttingen. 

1) K. GSdel, l~Yber formal unentscheidbarr S~tze der Principia Mathematica and 
verwandter Systeme I. Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931), S. 173--198. 

3) VgL meine Arbeit: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorle. Math. 
Annalen I12 (1936), S. 493--565; s~ insbesondere N~r. 16. 2. 

a) Vgl. Hilbert-Bernays, Grundlt~gen der Mathematik, II. Bd., w 5, 3 c. 
4) Heft 4 der Forschungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten Wissen- 

schaften (1938). 
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Z: Logische Grund~equenz; M: Mathematisehe Grundsequenz; G: Gleich- 
heits-Grundsequenz;'J: T J-Obersequenz; S: Eine oder mehrere S~ruktur- 
SchluSfiguren; VJ: VJ-SchlfiSfigur. Ffir die VerkniipfungsschIuSfiguren ver- 
wende ich dis Zeichenkombinationen & E, & B, ~/E, V B usw., wobei E 
(,,Einftihrung" der Verkniipfung)in unserem ]B'ormalismus diejenige Art 
yon Schtul~figuren bezeichnet, in deren Schema das Verkniipfungszeiche~ in 
einer HinterformeI der Untersequenz vorkommt, w~rend B (,,Beseitigung" 
der Verkniipfung, im Sinne der ,,natiirlichen" Reihenfolge der Scbliisse) die 
Art yon Schlu~figuren bezeichnet, in deren Schema das Verknfipfungszeichen 
in einer Vorderformel der Untersequenz auftritt. (Als ~-Beseitigung dient 
iibrigens jetzt die zweite Art vdn logischen Grundsequenzen.) 

Die ,,Richtigkeit" der vorkommenden mathematischen Grundsequenzen 
setze ich, wie schon gesagt, als bekannt voraus. 

2. 1. Angabe einer TJ-Herleitung his 0: 

(o) (o) L. 

2. 2. Um]ormung einer TJ-Herlegtung b~s eo~ in eine TJ-Herleitung his 
e%+ t -~ eo ~n. (u bezeichne eine natiirliche Zahl oder 0.) 

Eine TJ-Herleitung bis eo~ liege vor. 
Wit kGnnen ohne Beschr~nkung voraussetzen, dab diese die im folgenden 

e~gef'fihrten Variablen noch nicht enth~lt. (Andernfalls w~ire das (lurch eine 
triviale Umbenennung zu erreichen.) 

Man ersetze zun~chst in 4er ganzen Herleitung das Zeichen (~ in folgender 
Weise: 

Aus (~ (!~) macht man jeweils V ~ [(g*(~) D ~*(~ A- o~)], ~ sei der jeweits 
in der Argumentstelle yon ~ stehende Ausdruck, d~*(m) sei eine Abkiirzung 
ffir V ~ [,2 ~ m ~ (~ (~)], m beliebig. 

Es ist leicht einzusehen, da~ dabei alle Schlu~figuren und aUe logischen 
und Gleichheits-Grundsequenzen korrekt bleiben, ebenso natiirlich die mathe- 
matischen Grundsequenzen, die ja gar nicht yon der ~nderung betroffen 
weluElen. 

Jedoch gehen die TJ-Obarsequenzen in Sequenzen anderer Art fiber, 
und auch die Eadsequenz ~ndert sich wesenttich. An diesen Stellen ist die 
Herleitung in der jetzt anzugebenden Weise zu erg~inzen. 

2. 21. Die/~ndsequenz lautet nach der Ersetzung offenbar: 

10" 



General location of topic

The topic has to do with algebras, specifically initial algebras for
certain non-finitary functors such as

X 7→ 1 + X + (N→ X ) : Set→ Set
P 7→ {a : O | seg a ⊆ P} : PO → PO .

In the indexed version, O is an ordered set (of ordinal notations),
PO is a type of predicates or set-valued functions on O, and sega

is a cofinal family of immediate predecessors of a.
A lens is a transformer of algebras for such functors. It implements
an arithmetic function at the level of ordinals, typically by means
of an operation at the level of types.



(Im)Predicative arithmetic

Suppose N
∆
= ΠX (X → X )→ X → X is a possible value of X .

N ∼= ΠX (F X → X )→ X where F X = X + 1.

0X (s, z) = z
(Suc n)X (s, z) = s (nX (s, z))
m + n = nN (Suc,m)
2 ˆn = nN (m 7→ m + m) (Suc 0)

Suppose not.

(m + n)X (s, z) = nX (s,mX (s, z))
(2 ˆn)X (s, z) = πz︸︷︷︸

‘extractor’

nX → X︸ ︷︷ ︸
carrier

(f 7→ f · f , s)︸ ︷︷ ︸
algebra



L,U,D

If mX , nX : ((X +1)→ X )→ X ,

0X = ( , z) 7→ z
(m + n)X = (s, z) 7→ nX (s,mX (s, z))
(2n)X = a 7→ DX a(n(LX )(UX a))

 : ((X+1)→ X )→ X

where

L = (X :Set ) 7→X → X :Set
UX = ((s, ):(X +1)→ X ) 7→(twice, s) :(LX +1)→ LX
DX = (( , z):ditto ) 7→(f : LX 7→ f z):LX → X



Simulation of φ by (L,U ,D)

The category is Set, the endofunctor F is something like

X 7→ 1 + X + (N→ X ) : Set→ Set

and φ : µF → µF is something like (2 ˆ), (ω ˆ).

µF
φ //

ItL X (UX a)

��

µF

ItX a

��
F (LX )

UX a
// LX

DX a
// X F Xa
oo

ItXa · φ = DX a · ItLX (UX a)



Indexed version
The category is SetO , where O is a transitive order. The
endofunctor F is something like:

(U : O → Set) 7→ {a : O | seg a ⊆ U}
where seg a is e.g. a cofinal family of immediate predecessors of a.
(Or the entire initial segment of O below a. )
The algebras of F are progressive predicates. An accessible
element is the least progressive predicate. Acc = µF .
The function φ : O → O is a symbolic function such as (2 ˆ),
(ω ˆ), or a section of the 2-place Veblen function over one of these,
and φ̃ is a proof that the accessible part of O is closed under φ, i.e.
∃φAcc → Acc .

∃φAcc
φ̃ //

∃φ(It(L X ) (UX a))

��

Acc

ItX a

��
∃φ(LX )

DX a
// X

(ItXa) · φ̃ = DX a · ∃φ(ItLX (UX a))



Binary composition

Functions φ, ψ : Ω→ Ω that have lenses are closed under
composition:

ItX a · φ · ψ
= Dφ X a · It(Lφ X ) (Uφ X a) · ψ
= Dφ X a · Dψ (Lφ X ) (Uφ X a) · It(Lψ (Lφ X )) (Uψ(Lφ X ) (Uφ X a))

So
Lφ·ψ = Lψ · Lφ
Uφ·ψ X = Uψ (LφX ) · Uφ X
Dφ·ψ X a = Dφ X a · (Dψ (Lφ X ) · Uφ X ) a



Infinitary composition: the derivative

Suppose that for n : N, φn : Ω→ Ω is normal (strictly increasing
and continuous) with lens (Ln,Un,Dn).
Let φ enumerate {a : Ω | (Π n : N) a = φn a}. (Veblen’s derivative.)
We can define (using transfinite types) a lens (L,U,D) for φ.
Not at all tricky, but a bit too lengthy to explain here.



Lenses carry an algebra

Gentzen gave us a lens for (ω ˆ). We have an operation taking a
countable sequence of lenses to their derivative. So we have an
algebra for the functor

X 7→ 1 + X + (N→ X )

The carrier is the (large) type

Lens = (Σ L : Set→ Set)
[(X : Set)→ (F X → X ) → F (LX )→ LX ]

× [(X : Set)→ (F X → X ) → LX → X ]

The structure map on lenses combines

I zero case: the Gentzen lens.

I successor case: the (unary) derivative operation (infinitary
composition of a constant sequence).

I limit case: derivative of a sequence, infinitary composition.



‘Meta’ lenses

The notion of ‘lens’ can be relativised to a universe of sets (U,T ).
We can use a ‘meta’-lens (in the next universe) for +ωβ to
generate a lens (in this universe) for φβ.
This is a manifestation of what weirdly resembles an ‘adjunction’

Γ `α+ωβ

γ A ⇒ Γ `αφβγ A

[α + ωβ, γ] ∼= [α, φβγ]
(+ωβ) a φβ

pervading sub-Γ0 proof theory.

(Admittedly, this is more of a vivid hallucination than a precise
conjecture.)



Summary, and confession

I It seems (to me) indubitable that there is a lot of algebraic
structure lurking beneath the surface of well-ordering proofs
(‘lower bounds’). The same can perhaps be said for ordinally
informative cut-elimination proofs (‘upper bounds’).

I I don’t really know how to properly capture algebraic structure
in categorical terms. My hope is to interest someone here
more adept than I with categorical concepts and techniques.

Over to you.



Some details of infinitary composition

Given a sequence of lenses :
Ln : Set→ Set
Un : (X : Set)→ (F X → X )→ F (Ln X )→ Ln X
Dn : (X : Set)→ (F X → X )→ Ln X → X

L0 = id Ln+1 = Ln · Ln
U0 X = id Un+1 X = Un (Ln X ) · Un X

D0 X = id Dn+1 X a = Dn X a · (Dn (Ln X ) · Un X ) a

Let L : Set→ Set be X 7→ Πn(Ln X ). Fix X : Set, a : F X → X .
Let l : (N→ LX )→ LX be ξ, n 7→ Un(X , a).lim (m 7→ ξ(m, n))).
Let ↓: LX → LX be ξ, n 7→ Dn (Ln X )(Un X a)(ξ (n + 1)).
Let ↓ω: LX → LX be ξ 7→ l(n 7→↓n ξ).
Let s : LX → LX be ξ 7→↓ω (n 7→ Un(X , a).succ(ξ n)).
Let z : LX be ↓ω (n 7→ Un(X , a).zero).

Then U(X , a) is (z, s, l), and D(X , a) = ξ 7→ ξ 0.
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